CAPITULO 17

Optimizacion: aplicaciones

171 APLICACIONES DEL INGRESO, COSTO Y UTILIDAD
172 APLICACIONES ADICIONALES

Ejercicios adicionales
Evaluacién del capitulo
Minicaso: El modelo de la cantidad econémica de pedido
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OBJETIVOS DEL CAPITULO

D llustrar una amplia variedad de aplicaciones para los
procedimientos de optimizacion.

D Reforzar la habilidad para la formulacion de problemas.

D Reforzar la habilidad para la interpretacion de los resultados
matematicos.
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812 CAPITULO 17 Optimizacién: aplicaciones

ESCENARIO DE Una importante compaiia petrolera estd pla.me.zmdo construir tuberias para
MOTIVACION: transportar petréleo crudo des@e los pozos pr1nc1pales: hasta un punto en don-
. de el crudo se cargard en camiones cisterna y se enviard a las refinerias. Las

Posibilidades de . ) . . . .
1 tuberias deberdn construirse a través de dos tipos diferentes de terreno, uno
Inz) cons’trucaon relativamente arido, y otro boscoso y denso. Los costos de construccion varian
de tuberias de manera significativa dependiendo del terreno. La compaiiia desea determi-
nar un plan de construccion que minimice el costo de construccion de la tube-

ria (ejemplo 17).

En el capitulo 16 se proporcionan las herramientas de optimizacién cldsica. Es decir, se
ofrece un método para examinar funciones con el fin de localizar los puntos miximos y
minimos. Este capitulo estard dedicado a ilustrar el uso de esos procedimientos en diversas
aplicaciones. Cuando el lector comience este capitulo, no olvide que estos problemas apli-
cados exigen una traduccién de la formulacién verbal del problema a una adecuada repre-
sentacion matemadtica. Hay que tener cuidado y definir las variables (incégnitas) con
exactitud. Una vez obtenida una solucion matematicamente derivada, un elemento esencial
del proceso problema-solucion lo constituye la traduccién del resultado matematico a una
recomendacién practica en el &mbito de la aplicacién. A medida que se avance en este capi-
tulo, se utilizard alguna o todas las etapas de este proceso problema-solucién, como se
muestra en la figura 17.1.

Enunciado
verbal del
problema

Representacion
matematica

”

“traduccién”

Solucion
matematica

Interpretacion
de resultados

Figura 17.1 Proceso de “traduccién”
solucién de problemas.
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Ejemplo 1
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Aplicaciones del ingreso, costo y utilidad

Aplicaciones del ingreso

Las siguientes aplicaciones se centran en la maximizacion de los ingresos. Recuérdese que
el dinero que entra a una organizacién por la venta de productos o la prestacién de servi-
cios recibe el nombre de ingreso. Y la manera fundamental de calcular el ingreso total con-
seguido con la venta de un producto (o servicio) es

Ingreso total = (precio unitario)(cantidad vendida)

En esta relacion se supone que el precio de venta es igual para todas las unidades vendi-
das.

La demanda del producto de una compaiifa varia segtin el precio que le fije al producto. La compa-
fnfa ha descubierto que el ingreso total anual R (expresado en miles de d6lares) es una funcién del pre-
cio p (en ddlares). En concreto,

R = f(p) = —50p* + 500p

a) Determine el precio que deberia cobrarse con objeto de maximizar el ingreso total.
b) (Cudl es el valor mdximo del ingreso total anual?

SOLUCION

a) En el capitulo 6 se dijo que la funcién de ingreso es cuadrdtica y que su gréfica es una pardbola
céncava hacia abajo. De este modo, el valor mdximo de R ocurrird en el vértice. La primera deriva-
da de la funcién de ingreso es

f'(p) = —100p + 500
Si se hace f'(p) igual a 0,

—100p + 500
~100p

Il
(e

—500

u ocurre un valor critico cuando

p=5

Aunque se sabe que un maximo relativo ocurre cuando p = 5 (por el conocimiento que se tiene de las
funciones cuadraticas), verifique formalmente esto mediante la prueba de la segunda derivada:

ff(p)=-100 'y f(5)=-100<0

Por consiguiente, un maximo relativo ocurre en f cuando p = 5.
b) El valor mdximo de R se calcula sustituyendo p = Senf, o

f(6) = —50(52) + 500(5)

= —1250+ 2500 = 1250
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Ejemplo 2
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Figura 17.2 Funcién 5 10 15
cuadrdtica de ingreso. Precio, en délares

Asi pues, se espera que el ingreso total anual se maximice en $1 250 (miles), es decir, $1.25 millo-
nes cuando la empresa cobre $5 por unidad. La figura 17.2 muestra una grifica de la funcién del
ingreso. a

NOTA Esto ya se mencion6 antes en el libro, cuando se hizo referencia a
las aplicaciones; sin embargo, vale la pena repetirlo. Es muy fre-
cuente que los estudiantes resuelvan un problema expresado con
palabras, encuentren la solucion, pero que carezcan de la habilidad
de interpretar los resultados dentro del marco de la aplicacién. Si el
lector queda atrapado en la mecdnica de la obtencién de una solu-
cién y pierde temporalmente su marco de referencia respecto del
problema original, vuelva a leer el problema, fijaindose especial-
mente en como se definen las variables. También repase las pregun-
tas que se hacen en el problema. Esto le ayudard a recordar los
objetivos y la direccidn que debera seguir.

(Administracion del transporte piblico) Las autoridades de trdnsito de una gran drea metropolita-
na han aprobado la estructura de tarifas que rige el sistema de autobuses publicos de la ciudad. Se
abandond la estructura de tarifas por zona en la cual la tarifa depende del niimero de zonas por las
cuales cruza el pasajero. El nuevo sistema tiene tarifas fijas: el pasajero puede viajar por el mismo
precio entre dos puntos cualesquiera de la ciudad.

Las autoridades de trdnsito han encuestado a los ciudadanos a fin de determinar el nimero de
personas que utilizarfan el sistema de autobuses si la tarifa fija admitiera diferentes importes. Basan-
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dose en los resultados de la encuesta, los analistas de sistemas han determinado una funcién aproxi-
mada de la demanda, la cual expresa el nimero diario de pasajeros en funcién de la tarifa. En con-
creto, la funcién de demanda es

g = 10000 — 125p

donde q representa el niimero de pasajeros por hora y p la tarifa en centavos.

a) Determine la tarifa que se cobraria con objeto de maximizar por hora el ingreso por la tarifa de
los autobuses.

b) (Cudl es el ingreso maximo esperado?

¢) (Cudntos pasajeros por hora se esperan con esta tarifa?

SOLUCION

a) El primer paso es determinar una funcién que exprese el ingreso por hora segin la tarifa p. Se
escoge p como variable independiente porque se querria determinar la tarifa que produciria el ingre-
so maximo total. Por otra parte, la tarifa es una variable de decision, aquella cuyo valor puede fijar
la administracién de las autoridades de transito.

La expresion general del ingreso total es, como se sefial6 antes,

R = pq

Pero en esta forma R se expresa en funcidn de dos variables: p y ¢g. En este momento no se puede tra-
tar la optimizacion de funciones con més de una variable independiente. Sin embargo, la funcién de
demanda establece una relacion entre las variables p y ¢ que permiten transformar dicha funcién en
una, en que R se expresa en funcion de la variable independiente p. El miembro derecho de la fun-
cién de demanda es una expresion que establece g en términos de p. Si con esta expresion se susti-
tuye ¢ en la funcidn de ingreso, se obtiene

R =f(p)
= p(10000 — 125p)

o0 bien R =10000p — 125p?
La primera derivada es
f'(p) = 10000 — 250p
Si la derivada se hace igual a 0,
10000 — 250p = 0
10000 = 250p
y un valor critico ocurre cuando
40 =p

La segunda derivada se obtiene y evalia cuando p = 40 para determinar la naturaleza del pun-
to critico:

f"(p) = —250
f"(40) = =250 < 0
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Ejemplo 3

§ R

3 A

=
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Figura 17.3 Funcidon 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
cuadrdtica de ingreso. Tarifa, en centavos

Asf pues, ocurre un maximo relativo para f cuando p = 40. Puesto que f es concava hacia abajo en
todas partes, la interpretacion de este resultado es que el ingreso por hora se maximizara cuando se
cobre una tarifa fija de $0.40 (40 centavos de ddlar).

b) f(40) = 10 000(40) — 125(40)?
400 000 — 200 000 = 200 000

Dado que la tarifa se expresa en centavos, el mdximo ingreso por hora esperado sera de 200 000 cen-
tavos, o sea $2 000.

¢) El nimero de pasajeros que se espera cada hora con esta tarifa se calcula sustituyendo la tarifa en
la funcién de demanda, es decir,

g = 10 000 — 125(40)
10 000 — 5000
= 5000 pasajeros por hora

La figura 17.3 contiene una gréfica de la funcién de ingreso por hora. a

Aplicaciones del costo

Segtin se menciond antes, los costos representan salidas de efectivo para la organizacion.
La mayor parte de las empresas buscan el modo de reducirlas al minimo. En la presente
seccién se dan aplicaciones que se refieren a la minimizacién de alguna medida del costo.

(Administracion del inventario) Un problema comin de las organizaciones es determinar qué can-
tidad de un articulo deberd conservarse en almacén. Para los minoristas, el problema se relaciona a
veces con el nimero de unidades de cada producto que ha de mantenerse en inventario. Para los pro-
ductores consiste en decidir qué cantidad de cada materia prima debe estar disponible. Este proble-
ma se identifica con un drea o especialidad, denominada control del inventario o administracion del



171  Aplicaciones del ingreso, costo y utilidad 817

inventario. Por lo que respecta a la pregunta de cudnto “inventario” ha de conservarse, el hecho de
tener demasiado, poco o mucho inventario puede acarrear costos.

Un minorista de bicicletas motorizadas ha analizado los datos referentes a los costos, y deter-
miné una funcién de costo que expresa el costo anual de comprar, poseer y mantener el inventario en
funcion del tamafio (ndmero de unidades) de cada pedido de bicicletas que coloca. He aqui la fun-
cién de costo

4
C = flq) = 2860

+ 15g + 750 000

donde C es el costo anual del inventario, expresado en dolares, y q denota el niimero de bicicletas
ordenadas cada vez que el minorista repone la oferta.

a) Determine el tamafio de pedido que minimice el costo anual del inventario.

b) (Cudl se espera que sea el costo minimo anual del inventario?

SOLUCION
a) La primera derivada es

f'(@) = —4860q 2+ 15
Sif’ se hace igual a 0,

—4860¢g 2+15=0

—4860

- 15

cuando

La multiplicaciéon de ambos miembros por ¢? y su divisién entre — 15 producen

2

4860

15
324 = g2

Tomando la raiz cuadrada de ambos lados, existen valores criticos en
+ 18 =¢q

El valor ¢ = —18 no tiene sentido en esta aplicacion (las cantidades de pedidos negativas no son posi-
bles). La naturaleza del tnico punto critico significativo (¢ = 18) se verifica al obtener f":

(@) = 972093

9720
=

Al evaluar el valor critico se obtiene

oo 9720
£118) = o

=1.667>0
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Figura 17.4 Funcién 5 10 15 20 25 30 35 40
de costo del inventario. Numero de bicicletas/pedido

Ejemplo 4

Nétese que f"(g) > 0 para ¢ > 0. Por consiguiente, la grifica de f serd concava hacia arriba en todas
partes. De esta manera, el valor minimo de f se presenta cuando ¢ = 18. Los costos anuales del inven-
tario se minimizardn cuando se pidan 18 bicicletas cada vez que el minorista reponga las existencias.
b) Los costos anuales minimos del inventario se determinan calculando f(18), o

4 860
18

=270 + 270 + 750 000 = $750 540

f(18) = + 15(18) + 750 000

La figura 17.4 es una gréfica de la funcién del costo. (El minicaso al final del capitulo analiza supo-
siciones subyacentes a la funcién de costo del inventario en este ejemplo.)

(Minimizacién del costo promedio por unidad) El costo total de la produccién de g unidades de
cierto producto se describe mediante la funcién

C =100 000 + 1500q + 0.2¢g2

donde C es el costo total expresado en ddlares. Determine cudntas unidades g deberfan fabricarse a
fin de minimizar el costo promedio por unidad.

SOLUCION

El costo promedio por unidad se calcula dividiendo el costo total entre el nimero de unidades pro-
ducidas. Por ejemplo, si el costo total de la fabricacién de 10 unidades de un producto es de $275, el
costo promedio por unidad serd $275/10 = $27.50. Asi pues, la funcién que representa el costo pro-
medio por unidad en este ejemplo es

— C 100000
C=fl@ = E

= 1500+ 02
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La primera derivada de la funcién del costo promedio es
f'(@) = —100000g 2 + 0.2
Si f’ se hace igual a 0,

100 000
0.2 = T
o bien
, 100000
q = e—
0.2
= 500 000

Al obtener la raiz cuadrada de ambos miembros, se tiene un valor critico de
g = *=707.11 (unidades)

El valor ¢ = —707.11 no tiene sentido en esta aplicacidn, puesto que el nivel de produccién, g, debe
ser positivo.
La naturaleza del tnico punto critico relevante se determina por la prueba de la segunda derivada:

f"(@) = 200 000q 3
~ 200000
- T
200 000
"(707.11) = ———
1t ) (707.11)3
= 0.00056 >0
La segunda derivada f”(p) es positiva para g > 0, lo que significa que la gréafica de f'es concava hacia

arriba para ¢ > 0. Por lo tanto, un minimo relativo ocurre para f cuando ¢ = 707.11. Este costo pro-
medio minimo por unidad es

100 000
707.11
= 141.42 + 1500 + 141.42 = $1782.84

f(707.11) + 1500 + 0.2(707.11)

La figura 17.5 es una gréfica de la funcién de costo promedio.
c
A

3000
C= 100000 , 1500 4 0.2¢
2500 q

2000 | (707.11,1782.84) _
hd

1500
1 000

!
|
!
|
l
500 | !
|

Costo promedio/unidad, en délares

I
T T T T T T T T > q

. ) 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 000
Figura 17.5 Funcion del o

costo promedio. Numero de unidades producidas a
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Ejemplo 5

Ejercicio de practica )

En el ejemplo 4, ;cudl es el costo total de fabricacién en este nivel de produccién?
(Cudles son las dos formas en que puede calcularse esta cifra? Respuesta: $1 260 663.90.

Aplicaciones de la utilidad

Esta seccidn contiene dos ejemplos que se refieren a la maximizacién de utilidades.

(Asignacion de la fuerza de ventas) En el ejemplo 1 del capitulo 6 se explicé la ley de rendimien-
tos decrecientes como un caso de una funcién no lineal. Una importante compaiifa que vende cos-
méticos y productos de belleza, que se especializa en la venta domiciliaria (casa por casa), descubrid
que la respuesta de las ventas a la asignacion de mas representantes se ajusta a la ley de rendimien-
tos decrecientes. En un distrito regional de ventas, la compaiifa ha averiguado que la utilidad anual
P, expresada en cientos de ddlares, es una funcion del niimero de representantes de ventas x asigna-
dos a ese distrito. Especificamente, la funcion que relaciona esas dos variables es la siguiente

P =f(x) = —12.5x2 + 1 375x — 1500

a) (Qué nimero de representantes producird la utilidad maxima en el distrito?
b) (Cudl es la utilidad médxima esperada?

SOLUCION
a) La derivada de la funcién de utilidad es
f'(x) = —25x + 1375
Sif" se hace igual a 0,
—25x = —1375
o bien, ocurre un valor critico cuando
x =55
Al comprobar la naturaleza del punto critico, se obtiene
f'x) = —25 y f'(65) = —-25<0

Puesto que la grifica de f es concava hacia abajo en todas partes, el midximo valor de f se presenta
cuando x = 55.
b) La utilidad maxima esperada es

f(55) = —12.5(55)? + 1 375(55) — 1500
= —37812.5 + 75625 — 1500 = 36 312.5

Podemos concluir que la utilidad anual serd maximizada en un valor de $36 312.5 (cientos), es decir,
$3 631 250 si se asignan 55 representantes al distrito. La figura 17.6 ofrece una grafica de la funcién
de utilidad. Q



Ejemplo 6

Figura 17.6 Funcién de

la utilidad.
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PUNTO PARA (Qué representan en la figura 17.6 las intersecciones con el eje x?
Interprete el significado de la interseccion con el eje y. Analice la
PENSAR Y ley de rendimientos decrecientes en su aplicacion a la forma de esta

funcion de utilidad.
ANALIZAR

(Energia solar) Un fabricante ha ideado un nuevo disefio para los paneles solares colectores. Segin
los estudios de mercadotecnia que se han realizado, la demanda anual de los paneles dependerd del
precio al que se venden. La funcién de su demanda se ha estimado asi:

q = 100000 — 200p 17.1)

donde q es el niimero de unidades demandadas al aiio y p representa el precio en dolares. Los estu-
dios de ingenieria indican que el costo total de la produccién de g paneles estd muy bien estimado
por la funcién

C =150 000 + 100q + 0.003q2 17.2)
Formule la funcién de utilidad P = f(g) que exprese la utilidad anual P en funcién del nimero de uni-
dades g que se producen y venden.
SOLUCION

Se ha pedido desarrollar una funcién que exprese la utilidad P en términos de ¢g. A diferencia del
ejemplo 5, hay que construir la funcién de utilidad. La ecuacién (17.2) es una funcién del costo total
formulado en términos de ¢g. No obstante, se necesita formular una funcién del ingreso total expresa-
da en términos de ¢. La estructura bésica para calcular el ingreso total es

(55, 36 312.5)

Punto de maximizacion de la utilidad

P=-125x2 +1375x — 1 500

Utilidad, en cientos de délares

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110
Numero de representantes de ventas
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Ejemplo 7

R = pPq 17.3)

Como se quiere que R se exprese en términos de ¢, se necesita reemplazar p en la ecuacion (17.3) por
una expresion equivalente que puede derivarse de la funcién de demanda. Al despejar p en la ecua-
cion (17.1), se obtiene

200p = 100 000 — g
o bien p = 500 — 0.005¢ (17.4)

Se puede sustituir el lado derecho de esta ecuacién en la féormula (17.3) para obtener la funcién de
ingreso

R = (500 — 0.005¢)q
= 500g — 0.005q2

Ahora que las funciones de ingreso y de costo se han expresado en términos de g, es posible
definir la funcion de utilidad como
P =flg
=R-C
= 500g — 0.005¢2% — (150 000 + 100g + 0.003g2)
= 500q — 0.005¢2 — 150 000 — 100g — 0.003¢?

o bien P = —0.008¢2 + 400g — 150 000 0

Ejercicio de practica >

En el ejemplo 6 determine: a) el nimero de unidades g que deberian producirse para
maximizar la utilidad anual; b) el precio que tendria que cobrarse por cada panel para gene-
rar una demanda igual a la respuesta en el inciso a), y ¢) la maxima utilidad anual.
Respuesta: a) g = 25 000 unidades, b) p = $375, ¢) $4 850 000.

(Dominio restringido) En el dltimo ejemplo, suponga que la capacidad de produccién anual del
fabricante es de 20 000 unidades. Resuelva de nuevo el ejemplo 6 con esta restriccién adicional.

SOLUCION

Con nuestra restriccion adicional, el dominio de la funcion esta definido como 0 = ¢ = 20 000. De
acuerdo con la seccién 16.4, recuérdese que deben compararse los valores de f{g) en los puntos fina-
les del dominio con los de f{g*) para cualquier valor ¢*, donde 0 = ¢* = 20 000.

El tnico punto critico en la funcién de utilidades ocurre en ¢ = 25 000, que se encuentra fuera
del dominio. Por ello, la utilidad serd maximizada en uno de los puntos finales. Al evaluar f{g) en
ellos se obtiene

f(0) = — 150 000

y £(20 000) = —0.008(20 000)* + 400(20 000) — 150 000
= —3200000 + 8 000000 — 150 000 = 4 650 000



Figura 17.7 Funcién

de utilidad/dominio
restringido.
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La utilidad se maximiza en un valor de $4 650 000 cuando ¢ = 20 000 o cuando el fabricante opera
a toda su capacidad.

El precio que deberia fijarse se calcula sustituyendo ¢ = 20 000 en la ecuacion (17.4), o

p = 500 — 0.005(20 000)
=500 — 100 = $400

La figura 17.7 contiene una grafica de la funcidn de utilidad. a

Aproximaciéon marginal para la maximizacion de la utilidad

Otro método para calcular el punto de maximizacion de la utilidad es el andlisis marginal.
Este método, que goza de gran aceptacion entre los economistas, examina los efectos incre-
mentales en la rentabilidad. Si una firma esta produciendo determinado nimero de unida-
des al afo, el andlisis marginal se ocupa del efecto que se refleja en la utilidad si se produce
y se vende una unidad maés.

Para que este método pueda aplicarse a la maximizacion de utilidades, es preciso que
se cumplan las siguientes condiciones.

Condiciones para usar la aproximacion marginal
| Deberd ser posible identificar por separado las funciones del ingreso
total y del costo total.

Il Las funciones del ingreso y costo habrdn de formularse en términos del
nivel de produccion o del niimero de unidades producidas y vendidas.



824 CAPITULO 17 Optimizacién: aplicaciones

Tabla 17.1

Ingreso marginal. Uno de los dos conceptos mds importantes del andlisis marginal es
el del ingreso marginal. El ingreso marginal es el ingreso adicional que se consigue al ven-
der una unidad mds de un producto o servicio. Si cada unidad de un producto se vende al
mismo precio, el ingreso marginal serd siempre igual al precio. Por ejemplo, la funcién
lineal de ingreso

R = 10q

representa una situacién donde cada unidad se vende a $10. El ingreso marginal logrado
con la venta de una unidad mas es de $10 en cualquier nivel de produccién q.
En el ejemplo 6, una funcién de demanda para los paneles solares se estableci6 asi

g = 100 000 — 200p
A partir de esta funcién de demanda se formul6 la funcién no lineal de ingreso total
R = fi(@) = 500g — 0.005¢ 17.5)

El ingreso marginal en este ejemplo no es constante. Esto se mostré al calcular el
ingreso total para distintos niveles de produccién. La tabla 17.1 contiene estos célculos para
algunos valores de g. La tercera columna representa el ingreso marginal asociado al paso
de un nivel de produccién a otro. Nétese que, si bien las diferencias son ligeras, los valo-
res del ingreso marginal estdn cambiando en cada nivel diferente de produccién.

Calculo del ingreso marginal

Nivel Ingreso total Ingreso marginal
produccién ¢ fi@) AR =fi(9) -f1(g-1)
100 $49 950.00

101 $50 448.995 $498.995

102 $50947.98 $498.985

103 $51 446.955 $498.975

Para una funcién del ingreso total R(g), la derivada R'(g) representa la razén de cambio
instantdnea en el ingreso total con un cambio del nimero de unidades vendidas. R' también
representa una expresion general de la pendiente de la grafica de la funcién del ingreso
total. En el andlisis marginal, la derivada se emplea para representar el ingreso marginal, es
decir,

MR =R'(q) (17.6)

La derivada, segtin se explicé en el capitulo 15, ofrece una aproximacion a los cam-
bios reales que se dan en el valor de una funcién. Por lo tanto, R’ puede emplearse para
aproximar el ingreso marginal obtenido con la venta de la siguiente unidad. Si se calcula
R’ para la funcién del ingreso en la ecuacion (17.5),

R'(q) = 500 — 0.010q
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Para aproximar el ingreso marginal logrado con la venta de la unidad 101, se evalia R’
cuando g = 100, o

R’(100) = 500 — 0.010(100)
=500 — 1 =499

Esta es una aproximacién muy cercana al valor real ($498.995) del ingreso marginal
que aparece en la tabla 17.1.

Costo marginal. El otro concepto central del andlisis marginal lo constituye el costo
marginal. El costo marginal es el costo adicional en que se incurre al producir y vender
una unidad de un producto o servicio. Las funciones lineales del costo suponen que el cos-
to variable por unidad sea constante; en ellas, el costo marginal es el mismo en cualquier
nivel de produccién. Un ejemplo de ello es la funcién de costo

C =150 000 + 3.5q

donde el costo variable por unidad es $3.50. El costo marginal para esta funcién de costo
es siempre $3.50.

Una funcién no lineal de costo es caracterizada por costos marginales variables. Esto
se ejemplifica en la funcién de costo

C = f,(g) = 150 000 + 100g + 0.003¢> 17.7)

que se utilizé en el ejemplo 6. Puede mostrarse que los costos marginales realmente fluc-
tdan en distintos niveles de produccién si se calculan los valores de esos costos para algu-
nos valores de g. Este cdlculo se da en la tabla 17.2.

En una funcién de costo total C(g), la derivada C’(g) representa la razén de cambio
instantdnea del costo total suponiendo que haya un cambio en el nimero de unidades pro-
ducidas. C'(g) representa ademds una expresion general para la pendiente de la grafica de
la funcién del costo total. En el andlisis marginal, la derivada se usa para representar el costo
marginal, o

MC = C'(q) (17.8)
Calculo del costo marginal
Nivel de Ingreso total Ingreso marginal
produccion ¢ f@) AC=fr(q)-f2g-1)
100 $160 030.00
101 $160 130.603 $100.603
102 $160231.212 $100.609

103 $160 331.827 $100.615
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Como en el caso de R, C' puede emplearse para aproximar el costo marginal asocia-
do a la produccién de la siguiente unidad. La derivada de la funcién de costo en la ecua-
cién (17.7) es

C'(q) = 100 + 0.006q

Para aproximar el costo marginal debido a la produccién de la unidad 101, se evalda
C'en g = 100, o

C'(100) = 100 + 0.006(100)
= $100.60

Si se compara este valor con el valor real ($100.603) en la tabla 17.2, se advierte que
ambos estdn muy cercanos entre si.

Analisis de la utilidad marginal. Como se indicé antes, este andlisis se ocupa del
efecto que se opera en las utilidades si se produce y vende una unidad adicional. Cuanto el
ingreso adicional conseguido con la venta de la siguiente unidad sea mayor que el costo de
producirla y venderla, habra una utilidad neta con su produccién y venta, aumentando tam-
bién la utilidad total. Pero si es menor que el costo de producir y vender la unidad adicio-
nal, habrd una pérdida neta en esa unidad y disminuird la utilidad total. A continuacién se
da una regla practica para saber si debe o no producirse una unidad adicional (suponiendo
que la utilidad sea de gran importancia).

Regla practica: éDeberia producirse una unidad adicional?

I Si MR > MC, se producird la siguiente unidad.
Il Si MR < MC, no se producird la siguiente unidad.

En muchas situaciones de produccion, el ingreso marginal rebasa al costo marginal en
niveles mds bajos de produccién. A medida que aumenta el nivel de produccién (cantidad
producida), disminuye la cantidad en que el ingreso marginal excede al costo marginal.
Con el tiempo se llega a un nivel en que MR = MC. Mas allé de este punto MR < MC, y
la utilidad total empieza a disminuir al incrementarse la produccién. Asi, si puede identifi-
carse el punto donde MR = MC para la dltima unidad producida y vendida, la utilidad total
serd maximizada. Este nivel de produccién que maximiza la utilidad puede identificarse
mediante la siguiente condicion.

Criterio de maximizacion de la utilidad
Se producird hasta alcanzar el nivel de produccién en que

MR = MC (17.9)
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Expresado en términos de las derivadas, este criterio recomienda producir hasta el
punto donde

R'(q) = C'(q) (17.10)

Esta ecuacion es resultado natural de hallar el punto donde la funcién de utilidad es
maximizada, es decir, establecer la derivada de

P(g) = R(g) — C(g)
igual a 0 y resolver para g.

P'(@ =R —C'@Q

y P(@ =0
cuando R(@ —-C'(@=0
o bien R'(@) = C'(g)

Sea ¢* un valor donde R'(q) = C'(g). La segunda derivada de P es P"(q) = R"(¢) — C"(g).
Por la prueba de la segunda derivada, la utilidad se maximizard en g = ¢* siempre que

P(q*) < 0
o R'(q%) — C"(g*) < 0
o bien R'(g*) < C"(g*)

Si R"(g) < C"(g) para todos los valores de ¢ > 0, entonces la utilidad tiene un valor méaxi-
mo absoluto de g = g*.

Condicion suficiente para la maximizacion de la utilidad

Si se tiene un nivel de produccién ¢* en que R'(¢q) = C'(q) (0 MR = MC), la pro-
duccién de g* dard por resultado la maximizacién de la utilidad si

R'(g%) < C"(g*) 17.11)

Resuelva de nuevo el ejemplo 6 haciendo uso de la aproximacién marginal.

SOLUCION
En el ejemplo 6
R = 500g — 0.005¢2
y C = 150 000 + 100q + 0.003¢?
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Debido a que las funciones de ingreso y costo son distintas y ambas se expresan en términos del
nivel de produccion ¢, las dos condiciones para efectuar el andlisis marginal quedan satisfechas. Ya
se ha determinado que

R'(q) = 500 — 0.01q

y C'(g) = 100 + 0.006q

Por lo tanto, R'(@)=C'(@

cuando 500 — 0.01g = 100 + 0.006q
—0.016g = —400

o g* = 25000

Puesto que R'(g*) = —0.01 y C"(g*) = 0.006

R"(g*) < C"(g*)
o bien —0.01 < 0.006

y se tiene un maximo relativo en la funcién de utilidad cuando ¢ = 25 000. La figura 17.8 presenta
las gréficas de R(q) y C(q).

A
14 000 000 -
- _ 2
12 000 000 R =500q —0.005¢ 5
10 000 000 - Utilidad maxima
8000 000 - ,C =150 000 + 100q + 0.003¢g2
6000 000 -
4000 000 - ‘
!
2000 000 }
1
\ — \ —>4q
. o 10 000 130 000 50 000 70 000
Figura 17.8 Andlisis }
marginal: maximizacion 25 000
de la utilidad. Unidades producidas y vendidas

Hagamos una pausa para examinar detenidamente la figura 17.8. Vale la pena hacer las siguien-
tes observaciones:

1. Los puntos C y D representan los puntos donde se intersecan las funciones de ingreso 'y de
costo. Estas iltimas representan puntos de equilibrio.

2. Entre los puntos C'y D, la funcion de ingreso se halla arriba de la de costo, lo cual indica
que el ingreso total es mayor que el costo total y que se logrardn utilidades dentro de este
intervalo. Para los niveles de produccion a la derecha de D, la funcion de costo se halla arri-
ba de la de ingresos, lo cual indica que el costo total es mayor que el ingreso total, resul-
tando de ello una utilidad negativa (pérdida).
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3. La distancia vertical que separa las grdficas de las dos funciones representa la utilidad o
pérdida, segiin el nivel de la produccion.

4. En el intervalo 0 = g = 25 000, la pendiente de la funcion de ingreso es positiva 'y mayor que
la pendiente de la funcion de costo. Expresado en términos de MR y MC, MR > MC en este
intervalo.

5. Por otra parte, en el intervalo 0 = g = 25 000 la distancia vertical entre las dos curvas
aumenta y esto indica que la utilidad estd aumentando en el intervalo.

6. En g = 25 000 las pendientes en los puntos A y B son iguales, lo cual indica que MR = MC.
Asimismo, en g = 25 000, la distancia vertical que separa las dos curvas es mayor que en
cualquier otro punto de la region de utilidades; por lo tanto, éste es el punto de la maximi-
zacion de utilidades.

7. Para q > 25 000, la pendiente de la funcion de ingreso es positiva pero es menos positiva
para la funcion de costo. Ast pues, MR < MC'y disminuye para cada utilidad adicional por
unidad, lo cual ocasiona una pérdida mds alld del punto D.

En el ejemplo 5 se pidi6 determinar el nimero de representantes de ventas x que producirian una uti-
lidad maxima P en una empresa de cosméticos y articulos de belleza. La funcién de utilidades se
formulé as{

P = f(x) = —12.5x% + 1375x — 1500

Con el método del andlisis marginal, determine el nimero de representantes que producirfan la utili-
dad maxima para la empresa.

SOLUCION

No es posible aplicar el método del andlisis marginal en este ejemplo porque no pueden identificar-
se las funciones de ingreso y costo totales que se combinaron para formar la funcién de utilidad. No se
satisfizo la condicién 1 del empleo del andlisis marginal.

La figura 17.9 muestra una grafica de la funcién lineal de ingreso y de la funcién no lineal de costo.
A laizquierda de g*, la pendiente de la funcidn de ingreso excede a la de la funcién de costo, lo cual
indica que MR > MC.

$
A
R=f(q)
Punto de equilibrio
C=hl@
/
Utilidad /
méaxima A
4
7!
7 |
7
7
/
A L,/ !
Punto de }
. . equilibrio I
Figura 17.9 Funciones ! >q
*

del ingreso lineal y del q
costo cuadratico. Unidades producidas y vendidas
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En g* las pendientes de ambas funciones son iguales. La distancia vertical que las separa es

mayor en g* que en cualquiera otro valor de g entre los puntos A y B. Estos dos son los puntos de
equilibrio. a

Seccion 17.1 Ejercicios de seguimiento

1.

Una compaififa ha descubierto que el ingreso total es una funcién del precio fijado a su produc-
to. En concreto, la funcién del ingreso total es

R =f(p)=—10p2 + 1750p

donde p es el precio en ddlares.
a) Determine el precio p que produce el mdximo ingreso total.
b) (Cuadl es el valor mdximo del ingreso total?

. La funcién de demanda del producto de una firma es

q = 150 000 — 75p

donde ¢ representa el niimero de unidades demandadas y p indica su precio en ddlares.
a) Determine el precio que deberd cobrarse para maximizar el ingreso total.

b) (Cudl es el valor mdximo del ingreso total?

¢) (Cuadntas unidades se espera que se demanden?

. La utilidad anual de una compaiia depende del nimero de unidades producidas. Especifica-

mente, la funcién que describe la relacion existente entre la utilidad P (expresada en dolares) y
el nimero de unidades producidas x es

P = —0.01x% + 5 000x — 25 000

a) Determine el nimero de unidades x que producirdn la utilidad méaxima.
b) (Cual es la utilidad méxima esperada?

. Administracion de playas Una comunidad, situada en una zona vacacional, estd tratando de

escoger una tarifa de estacionamiento que fijara a la playa del pueblo. En la zona hay otras
playas, y todas ellas compiten por atraer a los bafiistas. El municipio ha optado por la siguiente
funcién que expresa el nimero promedio de automéviles por dia ¢ en términos de la tarifa de
estacionamiento p expresada en centavos.

g =6000- 12p

a) Determine la tarifa que deberia cargarse para maximizar los ingresos diarios de la playa.
b) (Cual se espera que sea el maximo ingreso diario de la playa?
¢) ¢Cudantos automoviles se esperan en un dia promedio?

. Administracion del impuesto de importacién El gobierno estadounidense estd estudiando la

estructura de los impuestos de importacion para los televisores de color traidos de otros paises.
El gobierno esta tratando de determinar el impuesto que impondrd a cada aparato. Sabe bien que
ese impuesto repercutird en la demanda de los televisores importados. Estima que la demanda
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D, medida en cientos de televisores, guarda relacién con el impuesto de importacién ¢, medido
en centavos, de acuerdo con la funcién

D = 80000 — 12.5¢

a) Determine el impuesto de importacién que produce los maximos ingresos fiscales en la
importacién de los televisores.

b) (Cudl es el ingreso maximo?

¢) (Cudl serd la demanda de los televisores importados de color con este impuesto?

Un fabricante ha calculado una funcién de costo que expresa el costo anual de la compra, pose-

sion y mantenimiento del inventario de sus materias primas en términos del tamafio de cada pedi-

do. La funcién de costo es

C=51qﬂ+80q+750000

donde ¢ es el tamafio de cada pedido (en toneladas) y C el costo anual del inventario.

a) Determine el tamafio de pedido ¢ que minimice el costo anual del inventario.

b) (Cuales se esperan que sean los minimos costos del inventario?

En el ejercicio 6, suponga que la cantidad médxima de materias primas que puede aceptarse en

un embarque cualquiera es de 20 toneladas.

a) Con esta restriccion, determine el tamafio de pedido ¢ que minimice el costo anual del inven-
tario.

b) (Cudles son los minimos costos anuales del inventario?

¢) (Qué relacion tienen estos resultados con los del ejercicio 6?

Un gran distribuidor de pelotas de tenis esta prosperando mucho. Uno de los principales proble-

mas del distribuidor es mantener el ritmo de demanda de las pelotas de tenis. Las compra perio-

dicamente a un fabricante de articulos deportivos. El costo anual de la compra, posesion y

mantenimiento del inventario de las pelotas de tenis se describe mediante la funcién

280000

C + 0.15g + 2 000 000

donde ¢ es el tamafio de pedido (en docenas de pelotas de tenis) y C indica el costo anual del
inventario.

a) Determine el tamaifio de pedido ¢ que minimice el costo anual del inventario.

b) (Cuales se espera que sean los costos minimos del inventario?

El distribuidor del ejercicio 8 cuenta con instalaciones de almacenamiento para recibir un ma-
ximo de 1 200 docenas de pelotas en cada embarque.

a) Determine el tamafio de pedido ¢ que minimice los costos anuales del inventario.

b) (Cudles son los costos minimos del inventario?

¢) (Qué relacién guardan estos resultados con los obtenidos en el ejercicio 8?
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

El costo total de producir ¢ unidades de cierto producto se describe mediante la funcién
C = 5000000 + 250g + 0.002¢*

donde C es el costo total expresado en délares.

a) (Cuantas unidades deberan producirse a fin de minimizar el costo promedio por unidad?
b) (Cual es el minimo costo promedio por unidad?

¢) (Cual es el costo total de produccién en este nivel de produccién?

El costo total de fabricar g unidades de cierto producto se describe con la funcién

C = 350 000 + 7500q + 0.25¢>

donde C es el costo total expresado en délares.

a) Determine cudntas unidades g deberfan producirse con objeto de minimizar el costo prome-
dio por unidad.

b) (Cudl es el minimo costo promedio por unidad?

¢) (Cudl es el costo total de produccion en este nivel de produccién?

Resuelva de nuevo el ejercicio 11 si la capacidad maxima de produccién es de 1 000 unidades.

Servicios publicos Una compaiifa de television por cable ha averiguado que su rentabilidad

depende de la tarifa mensual que cobra a sus clientes. Especificamente, la relacion que descri-

be la utilidad anual P (en ddlares) en funcion de la tarifa mensual de renta r (en ddlares) es la

siguiente

P = —50000r2 + 2750 000r — 5 000 000

a) Determine la tarifa de renta mensual r que dé por resultado la utilidad méxima.

b) (Cudl es la utilidad médxima esperada?

En el ejercicio 13 suponga que la comisién local de servicios piblicos ha impuesto a la compaiifa
de television por cable la obligacién de no cobrar una tarifa mayor que $20.

a) (Cudl tarifa produce la utilidad maxima a la compaiia?

b) (Cudl es el efecto que la decisién de la comisidn tiene en la rentabilidad de la empresa?
Una compaiiia estima que la demanda de su producto fluctda con su precio. La funcién de la
demanda es

q = 280000 — 400p

donde ¢ es el nimero de unidades demandadas y p el precio en délares. El costo total de pro-
ducir ¢ unidades se estima con la funcién

C = 350000 + 300g + 0.0015¢2

a) Determine cudntas unidades g deberian producirse con objeto de maximizar la utilidad
anual.

b) (Qué precio deberia fijarse?

¢) (Cudl se espera que sea la utilidad anual?

Resuelva el ejercicio anterior, usando la aproximaciéon marginal para maximizar las utilidades.



17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

171  Aplicaciones del ingreso, costo y utilidad 833

Si en el ejercicio 15 la capacidad anual es de 40 000 unidades, ;cudntas unidades g dardn por
resultado la utilidad médxima? ;Cudl es la pérdida en la utilidad atribuida a la capacidad restric-
tiva?

Una manera equivalente de resolver el ejemplo 2 consiste en expresar el ingreso total en funcién
de g, el nimero promedio de pasajeros por hora. Formule la funcién R = g(q) y determine el
ndmero de pasajeros ¢ que produzca el maximo ingreso total. Verifique que tanto el valor maxi-
mo de R como el precio que deberia fijarse sean los mismos que los que se obtuvieron en el
ejemplo 2.

Las funciones de costo e ingreso totales de un producto son

C(g) = 500 + 100g + 0.5g>
R(q) = 500q

a) Mediante la aproximacion marginal determine el nivel de produccién que maximice las utili-
dades.

b) (Cudl es la utilidad maxima?

Una empresa vende cada unidad de un producto en $50. El costo total de producir x (mil)

unidades se describe mediante la funcién

C(x) =10 — 2.5x2 + x3

donde C(x) se mide en miles de ddlares.

a) Utilice la aproximacién marginal para determinar el nivel de produccién que maximice las
utilidades.

b) (Cual es el ingreso total en este nivel de produccién? ;El costo total? ;Las utilidades totales?

La funcién de utilidad de una firma es

P(g) = —4.5¢% + 36 000¢ — 45 000

a) Con la aproximacién marginal, determine el nivel de produccién que maximice las uti-
lidades.

b) (Cudl es la utilidad maxima?

Las funciones de costo e ingreso totales de un producto son

C(g) = 5000 000 + 250 + 0.002¢>
R(g) = 1250q — 0.005q>

a) Mediante la aproximacién marginal, determine el nivel de produccién que maximice las uti-
lidades.

b) (Cudl es la utilidad maxima?

Las funciones de costo e ingreso totales de un producto son

C(q) = 40 000 + 25¢ + 0.002¢>
R(g) = 75q — 0.008¢>
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17.2

Ejemplo 11

a) Con la aproximacién marginal, determine el nivel de produccién que maximice las utili-
dades.
b) (Cudl es la utilidad médxima?
24. Enlafigura 17.10 se describe una funcién de costo total C(g) y una de ingreso total R(q). Explique
la importancia econémica de los cuatro niveles de produccion q,, ¢,, 43 Y q,-

Clg)
R(@)

Figura 17.10 q1 qz a3 q4

Aplicaciones adicionales

Los siguientes ejemplos constituyen aplicaciones adicionales de los procedimientos de
optimizacion.

(Bienes raices) A un gran conglomerado multinacional le interesa comprar terrenos de primera cali-
dad y provistos de muelles o paseos de entablado en uno de los principales lugares de veraneo en el
océano. El conglomerado desea adquirir un lote rectangular situado en ese lugar. La tnica restriccién
es que tenga una superficie de 100 000 pies cuadrados. La figura 17.11 ofrece un diagrama del terre-
no: la x es el frente del paseo de entablado y la y indica el fondo del lote (medidos ambos en pies).

El duefio de la propiedad ha fijado a los lotes un precio de $5 000 por pie de frente a lo largo del
paseo de entablado y de $2 000 por pie de fondo a partir del paseo. El conglomerado desea determi-
nar las dimensiones del lote que minimicen el costo total de compra.

Consulte la figura 17.11. El costo total de compra de un lote que tenga las dimensiones de x pies
por y pies es

C =5000x + 2000y 17.12)

donde C es el costo en dolares.
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ANAAAAAAAAAANAAANNAAANAAANAAN
Océano

[[Muelle o paseo de entablado]]]

A =100 000 y Fondo

X
Figura 17.11 «— Ancho—>

El problema radica en determinar los valores de x y y que minimicen C. Sin embargo, C se
expresa en funcion de dos variables, y todavia no podemos manejar las funciones que consten de dos
variables independientes.

El conglomerado ha estipulado que la superficie del lote debe ser de 100 000 pies cuadrados, de
manera que la relacion existente entre x y y es

xy = 100 000 (17.13)
Conocida esta relacion, puede despejarse una de las variables en términos de la otra. Por ejemplo,

100 000
y=—
x

(17.14)

Puede sustituirse el miembro derecho de esta ecuacién en la funcién de costo siempre que aparezca
la variable y, o

C = fx)

=5000x+2000100xﬂ

= 5000x + ZOOOxﬂ (17.15)

La ecuacién (17.15) es una repeticion de la ecuacion (17.12) inicamente en términos de una variable
independiente. Ahora podemos buscar el valor de x que minimiza el costo de compra C.
La primera derivada es

C'(x) = 5000 — 200 000 000x —2
Si C’ se hace igual a 0,
200 000 000

x2

5000 =

200 000 000
5000

= 40000

2
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Ejemplo 12

o bien los valores criticos se presentan en
x = =200
El punto critico en x = —200 carece de sentido. Para probar x = 200,

C"(x) = 400 000 000x ~3
_ 400000 000

x3

400 000 000
(200
400 000 000

~ 8000000

C"(200) =

=50>0

Puesto que C"(x) > 0 para x > 0, la grafica de C serd concava hacia arriba para x > 0. Asi pues, el

valor minimo para C ocurre en x = 200.

Los costos totales se minimizardn cuando el ancho del lote sea de 200 pies. El fondo del mismo

se obtendra al sustituir x = 200 en la ecuacién (17.14), esto es

100 000
200

= 500

Si el lote es de 200 pies por 500 pies, el costo total serd minimizado en un valor de

C = $5 000(200) + $2 000(500)
= $2 000 000

(Respuesta a las emergencias: Modelo de ubicacién) En el ejemplo 13 del capitulo 6 se explico

un problema en el que tres ciudades de veraneo aceptaron construir y sostener un servicio de res-

puesta en casos de emergencia, donde residirian los paramédicos y se guardarian los camiones de

rescate. La cuestion clave que se analizé fue la ubicacién del servicio. El criterio seleccionado fue

escoger la ubicacion de manera que minimizara S, o sea la suma de los productos de las poblaciones

veraniegas de cada pueblo y el cuadrado de la distancia entre el pueblo y el servicio. La figura 17.12

muestra las localizaciones relativas de las tres ciudades.

Ciudad Ciudad Ciudad
1 2 3

» millas

12 20 x 30

o -

Figura 17.12
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Se determiné que la funcién de criterio que debia ser minimizada era
S = flx) = 450x% — 19 600x + 241 600

donde x es la ubicacion del servicio en relacion con el punto cero de la figura 17.12. (Quizas el lec-
tor quiera volver a leer el ejemplo 13 de la pagina 244.) Si se conoce la funcién de criterio, la pri-
mera derivada serd

f'(x) = 900x — 19 600
Si hacemos f’ igual a 0,
900x = 19 600
y un valor critico ocurre en
x =21.77
Al comprobar la naturaleza del punto critico se obtiene

f"(x) = 900 para x > 0
En particular, f"(21.77) = 900 > 0

Asi pues, f'se minimiza cuando x = 21.77. El criterio S se minimiza en x = 21.77, y el servicio debe-
rd localizarse como se indica en la figura 17.13.

° ° ° » millas

o —
-
\S]
DO
(=]
]
(=]

Figura 17.13

(Sustitucion de equipo) Una decisién que afrontan muchas organizaciones es determinar el momen-
to 6ptimo para reemplazar equipo muy importante. Los equipos principales se caracterizan a menu-
do por dos componentes de costos: costo de capital y costo de operacion. El costo de capital es el
costo de compra menos su valor de salvamento. Si una maquina cuesta $ 10 000 y luego se vende en
$2 000, el costo de capital es de $8 000. El costo de operacion comprende los gastos de poseer y man-
tener un equipo. La gasolina, el aceite, los seguros y la reparacion son costos asociados a la posesion
y operacion de un vehiculo y pueden considerarse como costos de operacion.

Algunas organizaciones se concentran en el costo promedio de capital y en el costo promedio
de operacion cuando determinan el momento de sustituir un equipo. Esos costos tienden a compen-
sarse mutuamente. Esto es, cuando uno aumenta el otro disminuye. El costo promedio de capital de
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un equipo tiende a disminuir con el tiempo. En el caso de un automévil nuevo cuyo valor decrece de
$12 000 a $9 000 en el primer afio, el costo promedio de capital por afio es de $3 000. Si el valor del
automdvil disminuye en $2 000 al cabo de cinco afios, el costo promedio de capital serd

$12 000 — $2000 _ $10 000
5 5

= $2 000 por afio

El costo promedio de operacidn tiende a incrementarse con el tiempo, a medida que el equipo pier-
de eficiencia y se requiere mds mantenimiento. Por ejemplo, el costo promedio anual de operacion de
un automévil tiende a elevarse a medida que el automdévil envejece.

Una compafiia de taxis de una gran ciudad quiere determinar cudnto tiempo deberia conservar
sus taxis. Cada taxi viene totalmente equipado a un precio de $18 000. La compaiifa estima que el
costo promedio de capital y el costo promedio de operacién son una funcién de x, o sea el nimero de
millas que recorre cada unidad. El valor de recuperacién (salvamento) del automévil, en délares, se
expresa mediante la funcién

S(x) =16 000 — 0.10x

Ello significa que el automévil disminuye su valor en $2 000 tan pronto empieza a ser conducido y
que luego su valor decae a una tasa de $0.10 por milla.
El costo promedio de operacién, expresado en délares por milla, se estima mediante la funcién

O(x) = 0.0000003x + 0.15

Determine el nimero de millas que el automovil deberia recorrer antes de ser reemplazado, si el obje-
tivo es minimizar la suma de los costos promedio de capital y de operacion.

SOLUCION

El costo promedio de capital por milla es igual al costo de compra menos el valor de recuperacion,
todo ello dividido entre el nimero de millas recorridas, esto es,

18 000 — (16 000 — 0.10x)
x

2000 + 0.10x
x

Clx) =

- 299 1 510
x

La suma de los costos promedio de capital y de operacién promedio es

flx) = O(x) + C(x)
2000
X
2 000

+0.10

= 0.0000003x + 0.15 +

= 0.0000003x + 0.25 +

f'(x) = 0.0000003 — 2 000x ~2
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Si hacemos f’ igual a 0,
2 000

x2

0.0000003 =

,_ 2000
0.0000003
= 6666 666 666.67

x = = 81649.6

X

o un valor critico ocurre cuando
De nueva cuenta, un valor negativo para x no tiene sentido. Al comprobar el valor critico x = 81 649.6,
se obtiene
f"(x) = 4000x~3
4000
E]

Para x > 0, f"(x) > 0 (es decir, la gréfica de f es concava hacia arriba para x > 0). Por consiguiente
fes minimizada cuando x = 81 649.6,

2000
81 649.6

= 0.02450 + 0.25 + 0.02450 = 0.299

f(81649.6) = 0.0000003(81 649.6) + 0.25 +

Los costos promedio de capital y de operacion se minimizan a un valor de $0.299 por milla cuando
un taxi recorre 81 649.6 millas. Los costos totales de capital y de operacién serdn iguales a (cos-
to/milla) - (nimero de millas), o

($0.299)(81 649.6) = $24 413.23

La figura 17.14 ilustra las funciones de los dos costos componentes, asi como la funcién del cos-
to total. Adviértase que el costo promedio de operacién por milla O(x) aumenta al elevarse los valo-
res de x, y que el costo promedio de capital por milla C(x) disminuye con los valores crecientes de x.

A
.
[y
040 %
.
.
.
1 “
s
~§
030 _ i..... (81 6496, 0299) f(x) = O(x) + C(x)
’ mmssmmmmms - 0.0000003x +0.25 + 2000
E 1 |
= \
3 : I
g 0.20 Costo promedio de }
S operacién/millas ; O(x) = 0.0000003x + 0.15
|2}
3 ] Costo promedio de |
capital/millas I
0.10 |
! ce) =290, 010
J I
\
1
T T T T T T T t T T > X
20000 40000 60000 80000 100000
Figura 17.14 Millas de operacién a
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Ejemplo 14

PUNTO PARA Dado que el lector entiende de decisiones acerca de cuando reem-
plazar equipos, haga la critica de las suposiciones empleadas en este
PENSAR Y modelo. ;Qué factores o consideraciones relevantes no se explicaron
cuando se utilizaron los resultados de este modelo?
ANALIZAR

(Cobranza de cuentas) En el ejemplo 11 del capitulo 7 se analizé el cobro de cuentas por créditos
proporcionados a las personas que utilizan una tarjeta de crédito de renombre. La institucion finan-
ciera determiné que el porcentaje de cuentas por cobrar P (en ddlares) que se recaudan 7 meses des-
pués que el crédito fue otorgado es

P =0.951 — e 0™)

El crédito promedio autorizado en un mes cualquiera es de $100 millones. La institucion financiera
estima que para cada $100 millones en nuevos créditos autorizados cada mes, los esfuerzos de cobro
tienen un costo de $1 millén por mes. Es decir, si se autoriza un crédito de $100 millones el dia de
hoy, costardn $1 millén al mes los intentos de la institucién por cobrar estas cuentas. Determine el
nimero de meses que deberfa continuar el esfuerzo de cobranza si el objetivo es maximizar las
cobranzas netas N (ddlares cobrados menos los costos de cobranza).

SOLUCION

Dado que se otorgan $100 millones de crédito, la cantidad de cobranzas recaudadas (en millones de
ddlares) es igual a

(Cantidad de crédito otorgado) (Porcentaje de cuentas cobradas)

o (100)(0.95)(1 — e~%™)
Por consiguiente, los cobros netos N se describen mediante la funcién

Cobros netos = cantidad recaudada — costos de cobranza

o bien N =f(t)

(100)(0.95)(1 — e~%™) — (1)t
=951 — e 0™) — ¢

=95 — 95e 0T — ¢

donde t es igual al niimero de meses durante los cuales se llevan a cabo los esfuerzos de recauda-
cion o cobranza. La primera derivada es

') = 66.5e=07 — 1
Si se hace f' = 0,
66.5¢ ~ 07t =
e %7 = 0.01503
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De la tabla 1,

e~ %2 =0.0150
De este modo, e 07" = 0.01503 cuando
0.7t = —4.2
y se presenta un valor critico cuando
t=6

El tinico punto critico en f ocurre cuando # = 6. Ya que f"(f) = —46.55¢ 07" < 0 para toda t > 0, f"(6) <
0y f es maximizada en ¢ = 6. Las cobranzas netas mdximas son

f(6) = 95 — 95e =07 — 6
=95 — 95(0.0150) — 6 = 95 — 1.425 — 6 = 87.575

o0 bien, $87.575 millones.
Para cada $100 millones de crédito otorgados, las cobranzas netas se maximizardn a un valor de
$87.575 millones si los esfuerzos de recaudacién contintian por seis meses. a

Ejercicio de practica )

a) Verifique que el punto critico en = 6 sea un maximo relativo.
b) (Cudl es la cantidad total (bruta) recolectada durante el periodo de seis meses?
Respuesta: b) $93.575 millones.

(Administracion del bienestar) Una agencia de bienestar recientemente creada intenta determinar
el ndmero de analistas por contratar para procesar solicitudes de bienestar. Los expertos en eficien-
cia estiman que el costo promedio C de procesar una solicitud es una funcién del nimero de analis-
tas x. Especificamente, la funcién de costo es

C =f(x)=0.001x2 - 51Inx + 60

Determine el nimero de analistas que deberian contratarse para minimizar el costo promedio por
solicitud.

SOLUCION

La derivada de fes
1
f'(x) = 0.002x — 5 <

= 0.002x — 5
x
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Si se hace f' = 0,
5
0.002x = —
x
0.002x2 = 5
5
2 - _ 9
¥ 7 0.002
= 2500
y se presenta un valor critico cuando
x =50

(La raiz x = —50 no tiene sentido.)
El valor de f{x) en el punto critico es

f(50) = 0.001(50)* — 51n 50 + 60
= 0.001(2 500) — 5(3.912) + 60 = 2.5 — 19.56 + 60 = $42.94

Para verificar la naturaleza del punto critico,

f"(x) = 0.002 + 5x~2

5
20.002+ﬁ>0parax>0

En particular,

", —_ 5
£1(50) = 0.002 + =

5

=0.002 +
0.002 5500

= 0.002 + 0.002 = 0.004 >0

(50, 42.94)

C=0.001x2-51n x + 60

10 H

Costo promedio/solicitud, en délares
w
)
|

> X

I
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I
I
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Figura 17.15 Numero de analistas
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Por lo tanto, f'se minimiza cuando x = 50. El costo de procesamiento promedio por solicitud se mini-
miza a un valor de $42.94 cuando se contratan 50 analistas. La figura 17.15 ilustra una gréfica de la
funcién promedio de costo.

(Planeacion de la compensacién) El fabricante de un producto perecedero ofrece un incentivo salarial

a los conductores de sus camiones de carga. Una entrega normal tarda un promedio de 20 horas. A los

conductores se les paga una tarifa de $10 por hora hasta un mdximo de 20 horas. Si el viaje tarda més

de 20 horas, los conductores reciben una remuneracion de apenas 20 horas. Se les da un incentivo por

hacer el viaje en menos (pero no mucho menos) de 20 horas. Por cada hora por debajo de las 20, el

sueldo por hora aumenta en $1.

a) Determine la funcién w = f{x) cuando w es igual al sueldo por hora en ddlares y x indica el nime-
ro de horas requeridas para realizar el viaje.

b) (Qué tiempo de viaje x maximizard el sueldo del conductor por viaje?

¢) (Cudl es el sueldo por hora relacionado con este tiempo de viaje?

d) (Cudl es el sueldo maximo?

e) (Qué relacién guarda este salario con el recibido por un viaje de 20 horas?

SOLUCION

a) La funcién del sueldo por hora debe expresarse en dos partes.

$10 + $1 X (el nimero de horas es menor que 20)
Salario por hora = (cuando el tiempo del viaje es menor que 20 horas)
$10 (cuando el tiempo del viaje es de 20 horas o méas)

Si se conocen las definiciones de las variables de x y w, esta funcion puede reformularse as{

= 1041000 0=x<20 (17.16a)
w=f@0) =119 x =20 (17.16b)

b) El sueldo de un conductor S por viaje serd de $10/hora X 20 horas = $200, si el tiempo del via-
je es mayor o igual a 20 horas. En caso de que sea menor de 20 horas,

S =g
= wx
=[10 + 1(20 — x)]x
= (30 —x)x
= 30x — x2 17.17)

Necesitamos comparar el salario de $200 para x = 20 con el salario mds alto para un tiempo de via-
je de menos de 20 horas.
A fin de examinar g para un maximo relativo, se calcula la derivada

g'(x) = 30 — 2
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Ejemplo 17

Haciendo g’ igual a 0,
30 -2¢x =0

30 = 2%

y se presenta un valor critico cuando
15 =x
Para verificar el comportamiento de g(x) cuando x = 15,
g'(x)= —2para0 =x =20

y g'"(156) =—-2<0
En consecuencia, ocurre un valor maximo en g cuando x = 15 o cuando un viaje tarda 15 horas.
¢) El sueldo por hora asociado a un viaje de 15 horas de duracién es

10 + 1(20 — 15)
=10+ 5=$15

w

d) El sueldo del conductor relacionado con un viaje de 15 horas de duracién se calcula evaluando
g(15). Si se sustituye x = 15 en la ecuacién (17.17),

S = 30(15) — 152

= 450 — 225 = $225

También podria haberse llegado a esta respuesta multiplicando el sueldo por hora de $15 por el tiem-
po del viaje de 15 horas.
e¢) El sueldo de $225 por un viaje de 15 horas es $25 mds que el que se paga por un tiempo de viaje
de 20 horas o mas.

(Construccion de tuberias: Escenario de motivaciéon) Una compaiiia petrolera planea construir
una tuberia para llevar petrdleo desde un gran pozo hasta el punto donde serd cargado en camiones
cisterna y transportado a las refinerias. La figura 17.16 muestra las localizaciones relativas del sitio
de perforacion A y el punto de destino C. Los puntos A y C son los extremos opuestos de un bosque de
aproximadamente 25 millas de ancho. El punto C se halla también a 100 millas al sur de A. La com-
paiifa petrolera propone construir una tuberia que corra al sur a lo largo del lado este del bosque y
que en algdn punto x lo atraviese hasta el punto C. Los costos de construccién son $100 000 por mi-
1la a lo largo del borde del bosque y $200 000 por milla para la seccién que cruza el bosque. Deter-
mine el punto de cruce x que reduzca al minimo los costos de construccién de la tuberfa.

w
S + N  mmee——- Tuberia propuesta
E
- C
T N
N
N
Y
25 \\ Bosque
Y B
N
B o L J
0 x 100
|e—2x —>|= 100—x >|

Figura 17.16
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SOLUCION

Los costos de construccién se calcularon conforme a la férmula

Costo = $100 000/milla (millas de la tuberia bordeando el bosque)
+ $200 000/milla (millas de la tuberia cruzando el bosque)

(17.18)

La distancia entre el punto A y el punto de cruce x es (100 — x) millas.

Teorema de Pitagoras

En un tridngulo recto con base a, altura b e hipotenusa c,

c2=a?+ b?

o bien c=Va? + b2

Véase la figura 17.17.

Empleando el teorema de Pitdgoras, la longitud de la seccién de la tuberia comprendida entre C' y x
es

Al aplicar la ecuacién (17.18), el costo total de construccién de la tuberia, C (expresado en miles de
doélares) es

C=fx)
= 100(100 — x) + 200Vx2 + (25)?

=10 000 — 100x + 200Vx2 + 625
=10 000 — 100x + 200(x2 + 625)V2 (17.19)

c= a2+ b2

Figura 17.17 Teorema _l
de Pitagoras. a
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Para examinar f para cualquier minimo relativo se calcula la derivada

f'(x) = —100 + 200(3)(x2 + 625)~V2(2x)

—100 + 200x(x2 + 625)~ 12
200x

(x2 + 625)12

= —100 +

Al hacer f igual a cero,

200x
— + _— =
100 (x% + 625)2 0

200x 100
Vx% + 625

200x _ o625

100
2x = \x2 + 625 (17.20)
Si se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacién (17.20),
4x? = x2 + 625
3x? = 625

625
x2 = T = 208.33

y se presenta un valor critico (relevante) cuando x = 14.43. (Una raiz negativa carece de sentido.)

Ejercicio de practica >

Con la prueba de la segunda derivada verifique que f tenga un minimo relativo cuando
x = 14.43.

El ejercicio anterior deberd comprobar que se presenta un minimo relativo cuando x = 14.43,
esto es, que la tuberia deberd cruzar el bosque después de que haya avanzado 85.57 millas hacia el
sur. Los costos totales de la construccién (en miles de délares) pueden calcularse sustituyendo x =
14.43 en la ecuacion (17.19), o sea

C = 10000 — 100(14.43) + 200V(14.43)? + 625

= 10000 — 1443 + 200V833.22

= 10000 — 1443 + 200(28.86)

= 10000 — 1443+ 5772

14329 ($1000)

= $14 329000 Q
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PUNTO PARA (Qué otro procedimiento podria usarse para calcular el costo mini-
mo total de $14 329 000?
PENSAR Y
ANALIZAR

El ejemplo siguiente, aunque no es una aplicacién de optimizacion, es de particular im-
portancia en economia.

(Elasticidad de la demanda) Un concepto importante en economia y teoria de precios es el de la
elasticidad del precio de la demanda, o mas simplemente, la elasticidad de la demanda. Si se tiene
la funcién de demanda de un producto ¢ = f(p) y un punto especificado (p, ¢) en la funcién de de-
manda, la elasticidad de la demanda sera la razén o cociente

Cambio porcentual en la cantidad demandada

17.21
Cambio porcentual del precio ( )

Esta razén es una medida de la respuesta relativa de la demanda ante los cambios en el precio. La
ecuacion (17.21) puede expresarse de manera simbélica como

17.22)

€l &

La elasticidad de la demanda puntual es el limite de la ecuacién (17.22) a medida que Ap — 0. Uti-
lizando la letra griega n (eta) para denotar la elasticidad de la demanda puntual en un punto (p, q),

Aq

o bien,

= IE) F(p) (17.23)
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Dada la funcién de demanda g = f{p) = 500 — 25p, calcule la elasticidad de la demanda puntual pa-
ra los precios de: a) $15, b) $10y ¢) $5.
Parap = $15

n=2.rp
q

15

~ 7 T2
B 15

" 500 — 25(15)

_ —375

125

(—25)

La interpretacion de 7 = —3 es que a un precio de $15, un incremento en precio de un 1% produciria
decremento de la cantidad demandada de aproximadamente 3%. Se estima un cambio porcentual en
la demanda de tres veces el cambio porcentual en el precio.

Parap = $10

10
=— (-2
n 710) (—25)
B 10
500 — 25(10)

—250

250

(—25)

La interpretacion de 7 = —1 es que para un precio de $10, un incremento en precio de 1% producirfa
decremento en la cantidad demandada de aproximadamente 1%. Se estima un cambio porcentual si-
milar en la demanda respecto del cambio porcentual en el precio.

Parap = $5
5
=——(-25)
KNG
5
=———(—25
500 — 25(5) ( )
—125
=——=-1/3
375
La interpretacién de 7 = —1/3 es que a un precio de $5, un incremento en precio de un 1% produci-
ria un decremento en la cantidad demandada de aproximadamente 0.33%. Se estima un cambio por-
centual menor en la demanda con respecto al cambio porcentual en el precio. a

Los economistas clasifican los valores de la elasticidad en tres categorias.

[ Caso 1 (|n| > 1): El cambio porcentual en la demanda es mayor que €l que se
opera en el precio (por ejemplo, un cambio de 1% en el precio origina un cambio

mayor que 1% en la demanda). En estas regiones de una funcién de demanda, se
dice que la demanda es eldstica.
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[ Caso 2 (| n| < 1): El cambio porcentual en la demanda es menor que el que se
opera en el precio. En estas regiones de la funcién de demanda, se dice que la
demanda es ineldstica.

[ Caso 3 (| n| = 1): El cambio porcentual en la demanda es igual que el que se
opera en el precio. En estas regiones de la funcién de demanda se dice que la
demanda es eldstica unitaria.

Seccion 17.2 Ejercicios de seguimiento

1. Una persona desea cercar un jardin rectangular que tendrd una superficie de 1 500 pies cuadra-
dos. Determine las dimensiones que creardn la superficie deseada, pero que requerirdn la longi-
tud minima de cerca.

2. El duefio de un rancho quiere construir un corral rectangular de jineteo que tenga una superficie
de 5 000 metros cuadrados. Si el corral es como el de la figura 17.18, determine las dimensio-
nes x y y que requerirdn la longitud minima de cerca. (Sugerencia: Formule una funcién para la
longitud total de la cerca, expresada en términos de x y y. Recuérdese entonces que xy = 5 000,
y vuelva a formular la funcién de longitud en términos de x o de y.)

Corral y

Figura 17.18 x

3. Un pequeilo club de playa ha recibido 300 metros de barrera de flotacidn para encerrar una su-
perficie de nado. Se pretende crear la maxima superficie rectangular de nado con los 300 metros
de barrera de flotacién. La figura 17.19 muestra el disefio propuesto. Adviértase que la barrera de
flotacién se necesita tinicamente en tres lados del drea de nado.

y Area de nado y

Figura 17.19 Playa

Determine las dimensiones de x y y que produzcan la maxima superficie de nado. ;Cual es la su-
perficie maxima? (Sugerencia: Recuerde que x + 2y = 300.)

4. Un distribuidor de automdviles desea crear un area de estacionamiento cerca de un gran puerto
de Estados Unidos para almacenar los automéviles nuevos procedentes de Japon. El drea deberd
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